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Abstract
The growth of beam emittance due to space charge force in an injection merger is a critical problem for ERLs

such as an X-ray light source and a high-power FEL. We propose a design strategy of ERL mergers to compensate
the emittance growth. The compensation is based on beam envelope matching between the betatron function and
the linear dispersion induced by space-charge force.

ERL入射合流部におけるエミッタンス増大とその補償

1 . はじめに

原研 FELグループでは、第3世代放射光源 (SPring-
8など)に代わる次世代放射光源として、エネルギー
回収型リニアック (energy-recovery linac; ERL)の基
礎研究を進めている。ERL放射光源におけるビーム
エミッタンス増大は、大きく分けて (1)電子銃と入射
用加速器 (バンチ圧縮)における増大、(2)入射合流部
における増大、(3)周回軌道における増大がある。主
なエミッタンス増大のメカニズムは、(1)では横方向
空間電荷力 (位相空間におけるバンチスライスのねじ
れ)と入射器空洞における RF場 (時間依存のある収
束／発散作用)、(2)では縦方向空間電荷力と CSR(コ
ヒーレント放射光)によるエネルギー再配分、高次収
差、(3)では CSRである。
これらのうち、横方向空間電荷力 [1][2]、CSR[3] に
よるエミッタンス増大のメカニズムとその補償方法
については既に研究がなされているので、本報では、
残された課題である縦方向空間電荷力による合流部
のエミッタンス増大について考える。

2 . 縦方向空間電荷力によるエミッタンス
の増大

電子ビーム輸送路のうち、運動量分散がゼロでな
い部分で生じるバンチ内電子のエネルギー変化 (再配
分や損失)は、エミッタンス増大をもたらす。エネル
ギー変化の原因となるのは、CSRと縦方向空間電荷
力である。縦方向空間電荷の効果は、低エネルギー
領域でのみ影響が現れ、ERLでは入射合流部が対象
となる。縦方向空間電荷によるエミッタンス増大は
FELでは以前からよく知られた問題である [4]。
縦方向空間電荷によるバンチ内電子のエネルギー
変化は、空間電荷ポテンシャルにより表すことがで
きる。蓄積リングのような高エネルギー電子ビーム
では線電荷モデル [5] が用いられるが、10 MeV以下
の領域ではビームの横方向サイズを考慮したモデル
が適切である。円筒状のバンチに対する縦方向ポテ
ンシャルは、バンチの長さ、横方向サイズ、分布形
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状、エネルギーの関数となる。バンチに生じる空間電
荷ポテンシャルの全幅 (∆E)とRMS値 (∆Erms)は、
それぞれ、

∆E =
Q

2πε0r0z0

f(r0/z0) (1)

∆Erms =
Q

2πε0r0z0

frms(r0/z0) (2)

と書ける。Qはバンチ電荷、r0 は横方向サイズ、z0

は電子の静止系におけるバンチ長さである。f はアス
ペクト比に依存する係数で、円板電荷の作る電場を積
分する方法で求められる [4]。縦方向分布を Gaussian
とした場合、f を含めて ∆E ∝ r

−1/2
0 、∆Erms '

∆E/
√

2である。

3 . 分散関数による線形解析

空間電荷によるエネルギー変化と CSRによるエネ
ルギー変化は、ウェークポテンシャルの形状が異な
るので、バンチスライスの混合がないという条件下
で分離独立して扱うことができる。そこで、CSRの
場合 [3] と同様の線形解析を行い、エミッタンス増大
を抑制する軌道設計の指針を得ることを試みる。縦
方向空間電荷のウェークポテンシャルが一定である
と仮定すると、偏向磁石中における偏向面内の電子
の運動は以下の方程式に従う。

x′′ = − x

ρ2
+

1
ρ

[δ0 + δsc + κ(s− s0)] (3)

ここで、sは軌道に沿った座標、xは偏向面における
電子の座標、x′′は sについての 2階微分、ρは軌道
半径、δ0 は運動量誤差の初期値 (s = 0における値)
である。右辺最後の 2項は空間電荷効果を考慮する
ためのものである。δscは上流部 (0 < s < s0)におけ
る空間電荷により生じた運動量誤差、s = s0 は偏向
磁石の入口、κ ≡ βE/W0 は、電子が感じる空間電
荷ポテンシャル E を基準エネルギーW0 と基準速度
β ≡ v/cで規格化した量である。偏向面内の電子の
運動は、5次元ベクトル ~x ≡ (x, x′, δ0, δsc, κ)で一意
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に表せ、軌道に沿った 5次元ベクトルの推移は、行
列変換

~xT (s1) = R(s1|s0) ~xT (s0) (4)

で計算できる。CSRの場合は偏向磁石においてのみ
電子エネルギーの変化が生じるが、空間電荷の場合
は、すべての軌道位置でエネルギー変化が生じるの
で、すべての構成要素について行列の修正が必要で
ある。

R =




R11 R12 R13 R14 R15

R21 R22 R23 R24 R25

R31 R32 R33 0 0
0 0 0 1 L
0 0 0 0 1




, (5)

Rij(i, j = 1, 2, 3) は、通常の 3x3行列と同一であ
る。Lは構成要素の軌道長である。軌道半径 ρ、偏
向角 θ の sector magnetでは R14 = ρ(1 − cos θ)、
R15 = ρ2(θ−sin θ)、R24 = sin θ、R25 = ρ(1−cos θ)
であり、その他の構成要素、ドリフト、四極磁石など
では、R14 = R15 = R24 = R25 = 0である。
空間電荷によるバンチスライスの線形運動 (linear

off-axis motion)を追跡するために空間電荷分散関数
(space-chearge dispersion function)を定義する：

(ζx(s1) ζ ′x(s1) 0 L(s1) 1)T

= R(s1|s0) (ζx(s0) ζ ′x(s0) 0 L(s0) 1)T
,(6)

ここで L(s) = sは全軌道長である。空間電荷により
各バンチスライスはポテンシャルの大きさに応じた
キックを受け、(x,x’)位相空間において ζ ′x−ζx′ = 0
の直線上に並ぶ。バンチスライス変位の RMS広が
りは、空間電荷ポテンシャルの RMS広がり∆Erms

に比例する。エミッタンス増大が最小となる設計は、
運動量分散のある行路の出口 (合流部出口)において、
ビーム楕円の主軸が空間電荷のキックの向きと一致
するような場合である。これは CSRの場合 [3] と同
様である。

4 . 3-DIPOLE MERGER の解析

例として、ERL入射器の合流部におけるエミッタ
ンス増大を解析してみる。図 1に示すような 3台の
偏向磁石で構成される合流部を考える。磁石のパラ
メータは、ρ = 1 m、θ = 15 度とした。2番目の
磁石にのみ入射、出射エッジ角 −21度を与えた。合
流部がアクロマティックになる条件から磁石間のド
リフト長を 0.82 mとした。前節で導出した線形解
析の結果から、合流部におけるエミッタンス増大が、
ビームエンベロープに依存することが予想されるの
で、ここでは、最初の磁石の手前 50 cmにおいて x
方向の Courant-Snyderパラメータを −2 < αx < 2、
1m < βx < 10mの範囲でスキャンし、エミッタンス
増大を計算した。計算は PARMELA [6]を用いた。電子
バンチのパラメータは、エネルギー 10 MeV、電荷量
77 pC、規格化エミッタンス 1 mm-mrad、横方向分布
は 4次元位相空間 (x, x′, y, y′)にランダム、時間分布
は Gaussian (σt = 6 ps)とした。空間電荷のアルゴリ

mergerhigh-energy
beam

low-energy
beam

図 1: 3台の偏向磁石で構成される ERL入射器の合
流部
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図 2: 合流部手前 50cm位置におけるビームエンベ
ロープパラメータ (αx, βx) を変化させた時のエミッ
タンス増大、∆εn (mm-mrad)。(上)空間電荷を含ん
だ計算、(下)空間電荷を含まない計算。

ズムは SCHEFFルーチン [7] によった。計算で用いた
粒子数は 5000個である。y 方向のエンベロープは、
合流部のほぼ中央でウェストを結ぶように、合流部
手前 50 cm位置で αy = 2.76、βy = 8 mの値を選び
固定した (高次収差が小さくなるエンベロープ)。
図 2に、空間電荷を含んだ計算と含まない計算か
ら得られた規格化エミッタンスの増大値を等高線図
として示す。エミッタンス増大は、初期値 (εn,i)と最
終値 (εn,f )を用いて∆ε2

n = ε2
n,f − ε2

n,i で定義した。
線形解析の結果が示したように、エミッタンス増大は
合流部のエンベロープに依存することがわかる。空
間電荷を含まない場合のエミッタンス増大は、高次
収差の影響を表していると考えられる。
縦方向空間電荷ポテンシャルの RMS 広がりは、
ビームの横方向サイズに依存するが、依存関係はゆる
やかであり、エンベロープスキャンの範囲内では、空
間電荷により生じたエネルギー広がり (RMS値)は、
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図 3:線形解析により求めたエミッタンス増大。縦方
向空間電荷のみの効果。∆εn (mm-mrad)

2.25± 0.15 keVと狭い範囲に収まっていることを確
認した。そこで、空間電荷ポテンシャルを一定と仮
定して、線形解析によりエミッタンス増大を計算し
てみた。規格化空間電荷ポテンシャルの RMS広がり
を κrms = 2.25keV/10MeV/3.93m = 5.7× 10−5/m
とした。
空間電荷による増大を含んだエミッタンスは

ε2 = (ε0βx+D2)(ε0γx+D′2)−(ε0αx−DD′)2 , (7)

と書ける。ここで (D, D′) は、バンチスライス毎に
異なる分散関数の RMS広がりで、空間電荷ポテン
シャルの RMS広がり κrmsを使って

(D, D′) ≡ κrms(ζx, ζ
′
x) , (8)

と定義される。
図 3に、線形解析で求めたエミッタンス増大を示
す。この結果は、縦方向空間電荷効果のみを含み、横
方向空間電荷効果、高次収差は含まないことに注意。
図 2と 3を比べてみると、PARMELAにより求めた
エミッタンス増大は、線形解析の結果に高次収差を
加えた値よりも大きいことがわかる。これは、横方向
空間電荷力によるエミッタンス増大 (バンチスライス
のねじれ)が存在するためと考えられる。計算で用い
たバンチパラメータに対して空間電荷によるプラズ
マ振動数 [2] を計算すると kp ∼ 0.6 m−1 となり、こ
の効果は無視できないのがわかる。
PARMELAの計算でエミッタンス増大が最小となるの
は、合流部手前 50 cmにおいて αx = 0.4、βx = 1 m
の時であり、この場合のビームエンベロープと分散
関数は図 4のように求められる。合流部の下流で ζx

と βxがほぼ同じ位置でウェストを結んでいる、つま
り、(x, x′)位相空間において空間電荷によるバンチ
スライスのキックとビーム楕円の主軸がほぼ一致し
ている。これは、線形解析の結論と矛盾しない。
最後に、電荷量を変化させた時のエミッタンス増
大を PARMELA で計算した結果を図 5に示す (エミッ
タンス最小となるエンベロープを選んだ)。エミッタ
ンス増大が電荷量に比例するのは、線形解析で説明
できる。
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図 4:エミッタンス最小となるビームエンベロープ。
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図 5: バンチ電荷量とエミッタンス増大の関係
(PARMELA計算結果と直線によるフィッティング)。

5 . まとめ

ERL合流部で問題となる、縦方向空間電荷効果に
起因するエミッタンス増大を解析した。CSRの場合
と同様に、エミッタンス増大がビームエンベロープ
に依存することがわかり、線形解析で説明できるこ
とを示した。これらの結果から、エミッタンス増大
を最小にするための設計指針、電荷量、バンチ長と
エミッタンス増大のスケール則などが求められる。
本研究の一部は、日本学術振興会の科研費基盤研
究 (B) 15360507の助成を得て行われた。
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