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Abstract 
 The Hamiltonian, which was composed of coasting, synchrotron and betatron motions, clarified the synchro-

betatron resonant coupling mechanism in a storage ring. The equation for the synchrotron motion was also obtained 
from the Hamiltonian. The so-called synchrotron oscillation consists of the energy and the phase oscillations. It shows 
that the coasting motion and the energy oscillation are not independent since the energy oscillation occurs on the 
mechanical frame of coasting motion. This result might make happen an unexpected synchrotron tune change observed 
on the laboratory frame by the Doppler effect. We discuss about it and propose an experiment to demonstrate it. 

 

1. はじめに 

  シンクロベータートロン共鳴結合付近で観察され

た horizontal betatron tune jump を説明するために惰行、 
シンクロトロン そして ベタートロン運動からなる

ハミルトニアンが導かれた [1]。 
ここではシンクロトロン運動の中の振動は、惰行運

動の力学系の上で記述されることを明らかにして、

実験室系から見たいわゆるシンクロトロン振動の

ドップラー効果による synchrotron tune の変化につい

て議論する。 
 

2. 軌道粒子のハミルトニアン 

  標準閉軌道上(on-momentum)の質量 m の粒子が、

運動量 0p 、速度 v で平均半径 R の閉軌道を周回し

ている時、惰行運動をしている粒子の全エネルギー

を 0E 、そして運動エネルギーを K とすると次の関

係を満たす。 

0p m cγβ= ,
2

1
1 β

γ
−

= ,
v

c
β =  そして 2

0E m cγ=  

さらに ( ) ( )2222
0 0 mcE p c= + 、 2

0E K mc= + 。 

惰行、 シンクロトロン そして ベタートロン運動

からなるハミルトニアンは 2 次の効果まで含めると、

文献１の式(21)から次のように与えられる。 
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(1)  

 
ここで Sδ はシンクロトロン運動による運動エネル

ギーの (rationalized) fractional deviation 、そして Cδ
は dispersion による運動エネルギーの(rationalized) 

fractional deviation である。 共に Sδ と Cδ は
2

0Eβ で

規格化されている。η  は phase slip factor である 

[2]。標準閉軌道からずれた(off-momentum) 閉軌道

粒子において、 x は  horizontal coordinate そして 

xp  は  horizontal momentum を 表 す 。 ま た 

( )0D
x

p
pD D

R R
xφ

′
−= + 、そして S S Dφ ψ φ= − であり、

D は dispersion である。ここで Sψ は rf 空洞の電圧

V と同期した粒子の位相角を表す。このハミルトニ

アンは、曲率を含んでいないので、軌道上の粒子を

線形的に取り扱うことができる。 
 

3. 惰行運動上のエネルギー振動 

 シンクロトロン運動の中のいわゆるシンクロトロ

ン振動は、エネルギー振動と位相振動からなる。エ

ネルギー振動の運動方程式は、文献１の式(25)、及

び(27)から次のように与えられる。 
   ( ){ }0 0

ˆ cosS Cηδ δ ν θ θ δ= − + +    (2) 

( )
2
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2
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2
0 2

cos S Ds hqV

Eη πβ
ω
ων

η φ φ+
= =     (3) 

ここで 0
1

C ηδ δ= − − 。 0θ は injection point における

orbit angle 、 ην  は  synchrotron tune, sω は

synchrotron frequency、 δ̂ は振動の振幅、そして C  
は積分定数である。  ___________________________________________  
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 一般的に 1Cδ << が成りたち、 0θ θ= において

ˆ
Cδ δ= と選ぶことができるので、 Cδ の項を無視す

る。以後、粒子は標準閉軌道上を周回していると考

える。式(2)から、 

( ){ } ( )0
1ˆ cosS Cη ηδ δ ν θ θ −= − + +     (4) 

暗黙の裡に 1Sδ << かつ ˆ
Sδ δ≈ が仮定される。し

かし ( )
1 1η− > が満たされなければならない。 

そこで文献１の(rationalized) fractional deviation δ の

定義にならって以下のように定義する： 
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δ ≡ 、
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≡  そして ( )2
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1E
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ここで SE は全運動エネルギーで
2

0~SE Eβ が成り

立つ。さて SEΔ をエネルギー振動分の運動エネル

ギーとすると、
2

0SE EβΔ << 。 ÊΔ は、エネルギー

振動の振幅である。 
次に、積分定数を省略して、式(4)を以下のように書

き換える。 
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または  
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ここで以下のように定義する。            
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従って、つぎの関係式が得られる。 
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または     

       S SE E Eη= Δ +             (7) 

式(7) の右辺の第一項はエネルギー振動の運動エネ

ルギーを、第二項はエネルギー振動の中心(振動中

心)のエネルギーを表す。つまりエネルギー振動は、

Eη を中心 (基準)とした、エネルギー SEΔ の振動で

あることが分かる。そこで Eη の項を振動中心の運

動エネルギーとみなすことができる。 Eη の項はハ

ミルトンの運動方程式において、式(1) における惰

行運動の項により式 (4)に出現した。従って惰行運

動とシンクロトロン運動は独立していない。エネル

ギー振動は惰行運動を表す振動中心上の力学系で行

われているのである。 

4. 振動中心によるドップラー効果 

 エネルギー振動を無視して、振動中心に位置する

質量m の架空の粒子を考える。標準閉軌道上の運動

量 0p の粒子の力学エネルギーは K であるが、 Eη は

振動している粒子が居る力学系の実験室系に対する

相対的運動エネルギー、すなわち Eη は架空の粒子

の運動エネルギーと見なせる。 

 振動中心の見かけ上の速度 Cu を以下のように評

価する。架空の粒子は運動量 ip  、全エネルギー

iE で振動中心に位置すると考えると、 
2

iE E mcη= + 、 i C Cp m uγ= 、 

かつ ( ) ( )2222
i i mcE p c= + 。 

ここで
2

1

1 C
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c
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−
=  とすると、 

     
2

i CE mcγ=  。 

従って次の式が得られる。 
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そして 
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2

1
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i
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E

u p c
c E γ

= = − = −
 
 
 

      (9) 

実験室系の synchrotron tune 
η

ν ±  は、振動中心が居

る力学系の ην  からドップラー効果により次のよ

うに変化する[3]。 

       1 C
C

u
cη ην ν γ±  =  

 
               (10) 

式(8)、及び(9)から、以下の関係が得られる。 

       

( )( )22

1

1
1Cu

c β γ
η−+

= −           (11) 

そして 
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−
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−

+
= + −

 
 
  
 

   (12) 

 
これがドップラー効果による、振動中心上の力学系で行

われるエネルギー振動が、実験室系で観測される時の

synchrotron tune である。 
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5. 考察 

  一般に架空の粒子の運動エネルギー Eη は、必ず

しも標準閉軌道上の粒子の運動エネルギー K とは一

致せず、架空の粒子は標準閉軌道上にもいない。振

動中心に位置する架空の粒子の速度が、(標準)閉軌

道上の粒子の速度と一致した時( Cγ γ= ), Cη η= と

すると、Eq.(8) から 

      ( )
2

1
CC η

β γγ γ −= = +  

そして                 

          
1

1

2 1
1C

γ

βη
γ 

− 
 

− = = +            (13)             

こで以下の関係が得られる： 

1)  0η− = 、  振動中心が Cu c= で動く。 

2) 
1

0 1η
γ

< − < + 、振動中心が閉軌道上の粒子よ

り早く動く。 

3) 
1

1

2 1
1C

γ

βη η
γ 

− 
 

− = − = = + 、振動中心と閉軌道上

の粒子の速度が一致している。 

4)   
1

1 η
γ

+ < − 、振動中心が閉軌道上の粒子より

遅く動く。 
5) η− → ∞ 、 振 動中 心 が実験 室 系上に あ る

( )0Cu = 。 

   式(1) において右辺第一項 －1 は惰行運動、す

なわち 0 次の閉軌道上を周回する粒子を表す。 一

方、右辺第 3 項の Sδ は、1 次のシンクロトロン運動

を表す。言い替えると、惰行運動は、0 次の効果で

あるが、シンクロトロン運動は 1 次の効果である。

従って振動中心の運動エネルギー Eη は、閉軌道上

の粒子の運動エネルギーK の近傍にあり、エネル

ギー振動は惰行運動上の力学系において記述されな

ければならない。 
 つまり条件 3) が常に満たされなければならない

が、実際のシンクロトロンにおいては、 ( ) 1η− < で

ある。従って ( ) 1
1η

γ
− ≠ +  であり、 Eη は K の近

傍にはいない。 
一般に 1) 、3)、4)、及び 5) を満たすη の値を得る

ことは難しいので、η は 2) を満たす。 

これは振動中心に位置する架空の粒子が、閉軌道上

の粒子より早く動くことを示す。しかしこれは常識

的にあり得ない。 

 そこで Eq.(4)において、積分定数 C を敵当に選ん

で、 Eη を改めて定義しなおす。新たに 

           ( )2

0

1E

E
Cη

ηβ −= +          (14) 

よって 

( ){ }
( ){ } ( )
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1 1
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η η
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γ
γ

−
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= +

 = + + − 
 

 。 

振動中心と閉軌道上の粒子の速度が一致しているな

らば、つまりその運動エネルギーK の近傍にいるな

らば、 KEη = であるので、 Eη は次の式を満たす。 

      ( ) 21 mcEη γ= −        (15) 

ここで積分定数は以下のように定められる。 

            ( )
1

1
1

1C η

γ

−
+

= −
 
 
 

        (16) 

ここで ( ) 1η− < の時、 0C < 。 

 この条件が満たされている時、振動中心は速度 v
で運動しているので、ドップラー効果による実験室

系 の synchrotron tune onη
ν ± ( 添 え 字 on は on-

momentum を示す) は、次のように変化する。 

       ( )1onη ην ν γ β± =              (17) 

 一方、エネルギー振動は位相振動も伴うので、

ドップラー効果を受けず、その値は ην である可能

性もある。 

       ην は変化しない。     (18) 

 そこで実験室系で計測されるエネルギー振動が、

η
ν ±

、或いは onη
ν ±

、それとも単に ην で表されるか

確かめる実験を提案する。もし ην 、或いは、 onη
ν ±

で表されず、式(12)で表される
η

ν ±
の値に近い場合、

物理的に非常に面白い結果を得ることになる。なぜ

ならば振動中心に位置する架空の粒子が閉軌道上の

粒子より早く動いていることになるからである。 
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