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Abstract
Analysis of betatron tune in J-PARC Main Ring (MR) was performed by means of Movable Auto-Regressive System

(MARS). MARS was extended for complex signals in order to fully exploit signals from betatron tune measurement
system of MR. MARS fulfills two conflicting requirements, i.e., achieving as high as possible resolution in both betatron
tune and its time variation. A Comparison with analysis based on FFT is discussed.

MARSを用いた J-PARC MRのベータトロンチューンの解析

1 . はじめに
J-PARC Main Ring (MR) は 2008 年 5 月からビーム

運転を開始した。3 GeVで入射された陽子ビームを 30
GeVまで加速し、T2Kニュートリノ振動実験施設及び
ハドロン実験施設に供給している [1]。

MRでは、ビームを横方向に蹴って振動を励起するス
トリップライン型エキサイターと、ビームの振動を検
出するビームポジションモニタ (BPM)を用いて、KEK
12 GeV-PSと同様の構成 [2][3] でベータトロンチューン
を測定している。

BPMの左右 (あるいは上下)の信号の差信号はリアル
タイム・スペクトラム・アナライザ (RSA)で周波数を
ダウンコンバートし、得られた I / Qデータを EPICS [4]

レコード化して ROOT [5]フォーマットでディスクに記
録している。ベータトロン振動のスペクトラムは、ビー
ムの周回周波数 frev の高調波 kfrev (k = 1, 2, . . .)のサ
イドバンド kfref ± νfrev として現れる。I / Q データ
を周波数解析し、サイドバンドの周波数と直近の frev
の高調波との差 νfrev を frev で正規化することにより
ベータトロンチューン ν を得る。

MRでは、3次共鳴を利用した遅い取り出しのための
チューンランピング [6]と、主電磁石電源の追従誤差 [7]

および 100 Hz近傍と 600 Hz、1800 Hzの電流リプル [8]

のためにベータトロンチューンが時間的に変動する。そ
のため、より細かい時間間隔でより高精度にチューン
を測定する必要がある。遅い取り出しではチューンを
∆ν ∼ 2 × 10−4 以下の精度で制御することが要求され
ている。MRの周回周波数は 3 GeV、30 GeVでそれぞ
れ frev = 185.7 kHz、191.2 kHzである。したがって、
RSAから取得した中心周波数 5 MHz、バンド幅 1 MHz、
サンプリング周波数 1.28 MHzの I / Qデータを FFTで
周波数解析する場合、充分な周波数分解能を得るために
必要なサンプル数は 32768であるが、時間変動の分解
能は 25.6 msecと不充分になってしまう。
また、加速後半ではエキサイターが励起する振動の振

幅が小さくなるが、ビームロスの原因となるためにエキ
サイターのパワーを上げることができない。そのため、
サイドバンドの振幅が小さく、FFTでは周波数解析が困
難になる。
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2 . MARSによる周波数の推定
2.1 単一の周波数の場合

時間間隔∆tで離散的にサンプリングされた信号の周
波数と振幅を推定する際には FFTがしばしば用いられ
る。FFTは周期性以外の仮定をせずに周波数成分を求め
る手法として有用である。一方、信号がある決まった数
の周波数成分だけを含むことを仮定することで、FFTよ
りも精度よく周波数を推定できる手法として、自己回帰
(autoregression、AR)を用いたものが各種提案されてい
る。この論文では、AR法のひとつであるMovable Auto-
Regressive System (MARS) [9] をベータトロンチューン
の測定に応用することを考える。
まず、MARSによる周波数推定の原理を、単振動を

用いて説明する。振幅 r1、角周波数 ω1、初期位相 ϕ1の
単振動を時間間隔∆tでサンプリングしたデータ列

xn = r1 cos (nω1∆t+ ϕ1) (1)

の時間発展は、行列 Aを用いて(
xn

xn−1

)
= A

(
xn−1

xn−2

)
(2)

と表すことができる。単振動を考えているから、右辺の
係数行列 Aは

A =

(
2 cos (ω1∆t) −1

1 0

)
(3)

と書け、その固有値 λは

λ = e±jω1∆t (4)

である。すなわち、係数行列 Aがわかればその固有値
から振動の角周波数 ω1 を決定できる。振動に減衰があ
る場合は固有値から振動の角周波数 ω1と減衰係数を決
定できる。
さて、未知の角周波数 ω1 を推定するには、測定デー

タから係数行列 Aを求める必要がある。充分な数の測
定データ xi (i = 0, 1, . . . , n)がある場合、

Dn =

(
xn xn−1 · · · x2

xn−1 xn−2 · · · x1

)
(5)
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で定まる行列 Dn と係数行列 Aの間には

Dn = ADn−1 (6)

が成り立つ。測定データ xi (i = 0, 1, . . . , n)から最小二
乗法によって係数行列 A を求めると、Dn−1 の疑似逆
行列 D+

n−1 を用いて

A = DnD
+
n−1 (7)

となる。

2.2 複数の周波数成分からなる系の場合

単一周波数のデータ列と係数行列の関係式として導
出した式 6、式 7は、M個の単振動の重ね合わせとして
記述される系のデータ列

xn =

M∑
k=1

rk cos (nωk∆t+ ϕk) (8)

でも成立する。この場合は行列 Dn を

Dn =


xn xn−1 · · · x2M

xn−1 xn−2 · · · x2M−1

...
...

. . .
...

xn−2M+1 xn−2M · · · x1

 (9)

で定義すればよい。係数行列 A は 2M × 2M の実行
列で、

A =


a1 a2 · · · a2M−1 a2M
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 (10)

と書き下すことができる。固有値は互いに共役なM 組
の複素数である。データにノイズがある場合は、信号に
含まれると周波数成分の数mがm < M となるように
モードの数M を選べばよい。しかし、モードの数を大
きくしすぎると計算の誤差やノイズを無理矢理に単振
動に当てはめることになり、偽の周波数成分が現れる。
式 6に式 9、10を代入して成分毎に書き下し、 xnに

着目すれば

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + · · ·+ a2Mxn−2M (11)

となり、係数行列 Aを求めることで 2M 次の自己回帰
モデルの係数を求めていることになる。振動のパワース
ペクトラムは

P (ω) =

∣∣∣∣∣1−
2M∑
k=1

ake
−jkω∆t

∣∣∣∣∣
−2

(12)

で与えられる。FFTで得られるスペクトラムは信号に含
まれる周波数成分の振幅を表している。しかし、MARS
で得られるスペクトラム (式 12)は無限インパルス応答
(式 11)の周波数伝達関数の利得であって、振幅ではな
いことに注意が必要である。
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(a) 二つの単振動の和の信号波形
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(b) 推定されたスペクトラム

図 1: MARSと FFTによるスペクトラムの比較。信号は
二つの単振動 (4.0 kHz、2.5 kHz)の重ね合わせ f (t) =
10 cos (ω1t) + cos (ω2t)を 50 kHzでサンプリングした
もの。MARSはモード数 2、128サンプル (4× 128の行
列Dn)を用いてスペクトラムを推定した。FFTには 128
サンプルに hann窓を掛けた後にゼロ詰めをし、データ
長を 2048点に増やしたものを用いた。

図 1に、二つの単振動を重ね合わせた信号をMARS
と FFTで周波数解析して得られたスペクトラムの比較を
示す。同じサンプル数のデータを解析した場合、MARS
は FFTと比べるとより高い分解能でスペクトラムが得
られる。

2.3 複素信号への拡張

RSAから取得した BPMの I / Qデータを解析するた
めにMARSを複素信号へ拡張した。M個の複素表示さ
れた振動の重ね合わせとして記述される系のデータ列

zn =
M∑
k=1

rke
j(nωk∆t+ϕk) (13)

の場合、式 7に

Dn =


zn zn−1 · · · zM

zn−1 zn−2 · · · zM−1

...
...

. . .
...

zn−M+1 zn−M · · · z1

 (14)
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で定まる行列 Dn を代入して得られる M × M の復素
行列 Aの固有値を求めればよい。係数行列 Aの固有値
は独立なM 個の複素数である。係数行列 Aの第一行を
a1, a2, . . . , aM として、実信号の場合と同様に式 6を成
分毎に書き下して zn に着目すれば

zn = a1zn−1 + a2zn−2 + · · ·+ aMzn−M (15)

であり、M 次の自己回帰モデルの係数を求めているこ
とになる。振動のパワースペクトラムも同様に

P (ω) =

∣∣∣∣∣1−
M∑
k=1

ake
−jkω∆t

∣∣∣∣∣
−2

(16)

となる。

3 . MARSによるチューンの解析
RSA から取得した中心周波数 5 MHz、バンド幅 1

MHz、サンプリング周波数 1.28 MHz の I / Q データ
を復素信号として MARS と FFT で周波数解析を行っ
た。MARSは 512サンプル、モード数 35 (35×512の行
列 Dn)を用いてスペクトラムを推定した。モードの数
は RSAのサンプリング周波数の範囲に含まれる 3 GeV
での frev の高調波の数とサイドバンドの数に多少の余
裕をみて 35とした。FFTには 512サンプルに hann窓
を掛けた後にゼロ詰めをし、データ長を 16384点に増
やしたものを用いた。

MRにビームを入射してから 1.2秒間のベータトロン
振動のスペクトラムの瀑状プロットを図 2に示す。t = 0
secで 3 GeVのビームが入射され、t = 0.17 secで加速
を開始している。t = 1.2 secでのビームのエネルギー
は約 17.7 GeVである。MARSによる解析では、ビーム
を加速してもサイドバンドが見えているが、FFTによ
る解析では t = 0.8 sec付近を過ぎるとサイドバンドが
弱くなっていく。
図 3は t = 0 secで図 2をスライスしたベータトロン

振動のスペクトラムである。MARS、FFTともに frev
の高調波 (図中 ‘↑’で示した)とサイドバンドがはっき
りと現れている。図中に×で示したのはMARSの係数
行列の固有値から求めた振動の周波数とそのパワーで
ある。I / Qデータの帯域に含まれる frev の高調波とサ
イドバンドの数よりもモードの数を多くしてMARSの
解析を行ったため、偽の周波数成分が現れているが、そ
れらのパワーはサイドバンドに比べると充分に小さい。
一方、t = 1.2 secでスライスすると (図 4)、MARSによ
る解析ではサイドバンドのピークが判別可能であるが、
FFTによる解析ではサイドバンドがバックグラウンド
に埋もれてしまい判別できない。
図 5は、MARSによる解析で得られたベータトロン

チューン (図 2(a))の t = 0 secから 0.2 secまでの間の時
間変動を FFTで周波数解析したものである。MARSを
用いると t = 0 secから 1.2 secまでの全域に渡って 512
サンプル毎にベータトロン振動のスペクトラムを解析
することが可能で、時間変動の周波数解析のナイキスト
周波数は 1.25 kHzである。一方、ベータトロン振動の
スペクトラムを t = 0 secから 1.2 secまでの全域に渡っ
て FFTを用いて解析する場合には 2048サンプル以上必
要であり、時間変動のナイキスト周波数は 312.5 Hzま
で低くなる。

(a) MARS を用いた解析

(b) FFT を用いた解析

図 2: 512サンプル毎に周波数解析したベータトロン振
動のスペクトラムの瀑状プロット。横軸は周波数、縦軸
は時間 (全部で 1.2秒、軸方向は下から上)。
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図 3: 入射直後のベータトロン振動のスペクトラム。512
サンプル用いて周波数解析を行った。

4 . まとめ
Movable Auto-Regressive System (MARS)を複素信号

へと拡張し、J-PARC MRのベータトロンチューンを解
析することで、FFTよりも少ないサンプル数で精度良
くベータトロン振動のスペクトラムを推定でき、チュー
ンの時間変動もより高い周波数まで解析できた。また、
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図 4: ビーム入射後 1.2 secでのベータトロン振動のスペ
クトラム
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図 5: t = 0 secから 0.2 secまで、512サンプル毎に解析
したベータトロンチューンの時間変動の周波数成分

サイドバンドが弱く FFTでベータトロン振動のスペク
トラムの解析が困難な場合でも解析が可能であった。
今後、解析に用いるMARSのモード数を最適化して

偽の周波数成分による影響を低減し、また、解析に用い
るサンプル数を減らすことでベータトロンチューンの時
間変動をより高い周波数まで解析できるようにし、MR
の調整と診断の実用に供することのできる解析プログ
ラムにするつもりである。
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